
Tema 7

Problemas

Alfonso V. Ramallo

[1] Sea Li el operador que representa la componente i del momento angular orbital de una
particula. Calculense los conmutadores:

[Li , Xj] , [Li , Pj] ,

donde Xj y Pj son respectivamente las componentes del operador posicion y momento lineal.

Solucion

A partir de la definicion de las componentes del momento angular orbital:

Li =
∑
k,l

ϵiklXk Pl ,

obtenemos:

[Li , Xj] =
∑
k,l

ϵikl [Xk Pl , Xj] =
∑
k,l

ϵiklXk [Pl, Xj] =

= −iℏ
∑
k,l

ϵiklXk δlj = −iℏ
∑
k

ϵikj Xk ,

donde hemos utilizado el valor del conmutador canonico [Xj, Pl] = iℏδlj. Teniendo
en cuenta que ϵikj = −ϵijk, podemos escribir:

[Li , Xj] = iℏ
∑
k

ϵijkXk

De forma similar:

[Li, Pj] =
∑
k,l

ϵikl [Xk Pl , Pj] =
∑
k,l

ϵikl [Xk, Pj]Pl = iℏ
∑
k,l

ϵikl Pl δkj = iℏ
∑
l

ϵijl Pl ,

que tras cambiar el indice mudo l por k se convierte en:

[Li, Pj] = iℏ
∑
k

ϵijk Pk
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[2] Sea Dz(ϕ) el operador:
Dz(ϕ) = e−iϕLz/ℏ.

Demuéstrese que:

D†
z(ϕ)

XY
Z

 Dz(ϕ) = Rz

XY
Y


donde Rz es la matriz:

Rz =

cosϕ −senϕ 0
senϕ cosϕ 0
0 0 1



Solucion

Puesto que D†
z(ϕ) = Dz(−ϕ) = e

i
ℏ ϕLz , necesitamos calcular

eLAe−L , para L =
i

ℏ
ϕLz , A = X , Y , Z

Para ello, usaremos la formula de Baker-Campbell-Hausdorff:

eLAe−L = A + [L , A] +
1

2!
[L, [L,A]] + · · · .

Consideremos primero A = Z. Como [Lz , Z] = 0, todos lo conmutadores iterados
se anulan y solo contribuye el primer termino, de modo que:

D†
z(ϕ)Z Dz(ϕ) = Z .

En el caso A = X,Y , puesto que (vease el ejercicio anterior):

[Lz , X] = iℏY , [Lz , Y ] = −iℏX ,

tenemos:

[Lz , [Lz , X] ] = iℏ [Lz , Y ] = −(iℏ)2X ,

[Lz , [Lz , Y ] ] = −iℏ [Lz , X] = −(iℏ)2 Y .
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En general, tenemos los siguientes conmutadores iterados:

[Lz ,
2k· · · , [Lz , X] · · · ] = (−1)k(iℏ)2kX ,

[Lz ,
2k + 1· · · , [Lz , X] · · · ] = (−1)k(iℏ)2k+1 Y ,

[Lz ,
2k· · · , [Lz , Y ] · · · ] = (−1)k(iℏ)2k Y ,

[Lz ,
2k + 1· · · , [Lz , Y ] · · · ] = −(−1)k(iℏ)2k+1X .

Utilizando estos valores de los conmutadores iterados de Lz con X, obtenemos:

D†
z(ϕ)X Dz(ϕ) =

=
∞∑
k=0

1

(2k)!

[ i
ℏ
ϕ
]2k

(−1)k (iℏ)2kX +
∞∑
k=0

1

(2k + 1)!

[ i
ℏ
ϕ
]2k+1

(−1)k (iℏ)2k+1 Y =

= X
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
ϕ2k − Y

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
ϕ2k+1 = cosϕX − senϕY .

De forma similar, a partir de los conmutadores iterados Lz con Y , obtenemos:

D†
z(ϕ)Y Dz(ϕ) =

=
∞∑
k=0

1

(2k)!

[ i
ℏ
ϕ
]2k

(−1)k (iℏ)2k Y +
∞∑
k=0

1

(2k + 1)!

[ i
ℏ
ϕ
]2k+1

(−1) (−1)k (iℏ)2k+1X =

= Y

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
ϕ2k + X

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
ϕ2k+1 = cosϕY + senϕX .

Estos resultados los podemos escribir de forma compacta como:

D†
z(ϕ)

XY
Z

 Dz(ϕ) =

cosϕX − senϕY
cosϕY + senϕX

Z

 = Rz

XY
Y

 ,

que es lo que se pedia demostrar.

[3] Demuéstrese que
eiϕJz/ℏ Jx e

−iϕJz/ℏ = cosϕJx − sinϕJy.
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Solucion

Escribamos el primer miembro de la ecuacion a demostrar en la forma de suma
sobre conmutadores iterados:

eiϕJz/ℏ Jx e
−iϕJz/ℏ =

∞∑
n=0

1

n!

(i ϕ
ℏ

)n
[Jz,

n· · · , [Jz, Jx] · · · ] .

Pero, las relaciones satisfechas por las componentes del momento angular son:

[Jz , Jx] = iℏ Jy , [Jz , Jy] = −iℏ Jx .
Por lo tanto, los conmutadores iterados son:

[Jz,
2k· · · , [Jz, Jx] · · · ] = (−1)k (iℏ)2k Jx ,

[Jz,
2k + 1· · · , [Jz, Jx] · · · ] = (−1)k (iℏ)2k+1 Jy ,

y, en consecuencia:

eiϕJz/ℏ Jx e
−iϕJz/ℏ =

=
∞∑
k=0

1

(2k)!

(i ϕ
ℏ

)2k
(−1)k (iℏ)2k Jx +

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!

(i ϕ
ℏ

)2k+1

(−1)k (iℏ)2k+1 Jy =

= Jx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
ϕ2k − Jy

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
ϕ2k+1 = cosϕJx − senϕJy .

[4] Considerese una particula de espin 5/2. Sean S1, S2 y S3 matrices n× n que representan el
momento angular intrinseco de la particula.

a) ¿ Cuál es el valor n que determina la dimension de las matrices Si?.

b) Supongase que la particula tiene momento angular orbital l = 1. ¿Cuales son los posibles
valores del momento angular total?.

Solucion

a) La dimension n de las matrices es:

n = 2
5

2
+ 1 = 6 .
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b) La ley que da la suma del momento angular para este caso es:

1⊗ 5

2
=
(5
2
− 1
)
⊕ 5

2
⊕
(5
2
+ 1
)
.

Entonces, los posibles valores del momento angular total son

j =
3

2
,
5

2
,
7

2
.

[5] Se mide la suma de las componentes x y z del espin de una particula de espin 1/2. ¿Que
valores se pueden obtener para dicha suma?

Solucion

Escribamos la representacion matricial de O = Sx + Sz:

O = Sx + Sz =
ℏ
2

1 1

1 −1

 .

Los posibles valores de la medida son los autovalores de O. Puesto que la ecuacion:∣∣∣∣∣
1− λ 1

1 −1− λ

∣∣∣∣∣ = −(1− λ)(1 + λ) − 1 = λ2 − 2 = 0 ,

tiene por soluciones
λ = ±

√
2 ,

los posibles resultados de la medida de Sx + Sz son:

± ℏ
2

√
2 = ± ℏ√

2

5



[6] Una particula de espin 1/2 tiene un momento angular orbital con numero cuantico l = 1.
¿Cuales son los posibles valores del numero cuantico j correspondiente a su momento angular
total?. Si medimos la tercera componente del momento angular total J⃗ , ¿que valores podemos
obtener?.

Solucion

El momento angular total es J⃗ = L⃗+ S⃗ y la ley de composicion es:

1⊗ 1

2
=

1

2
⊕ 3

2
.

Por lo tanto los posibles valores del numero cuantico j son:

j =
1

2
,
3

2

Seamℏ el valor de la tercera componente del momento angular. Para j = 1
2
tenemos:

j =
1

2
=⇒ m = −1

2
, +

1

2
,

y para j = 3
2
m puede tomar los valores:

j =
3

2
=⇒ m = −3

2
, −1

2
,
1

2
,
3

2
.

Asi pues, los posibles valores de J3 son:

J3 = −3ℏ
2
, −ℏ

2
,
ℏ
2
,
3ℏ
2
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[7] Considérese un electrón ligado en un átomo de hidrógeno bajo la influencia de un campo

magnético externo B⃗ = Bz⃗. Ignorése el esṕın del electrón. El hamiltoniano del sistema es

H = H0 − ω Lz,

donde ω = |e|B/(2mec) y H0 es el hamiltoniano no perturbado del átomo de hidrogéno. Los
autovalores E0

n y los autovectores |n, l,m⟩ del sistema no perturbado se suponen conocidos.
Supongamos que en el instante t = 0 el sistema está en el estado

|ψ(0)⟩ = 1√
2
(|2, 1,−1⟩ − |2, 1, 1⟩).

(a) Para cada uno de los siguientes estados, calcúlese la probabilidad de encontrar el sistema, en

algún tiempo t > 0 en los estados:

|2px⟩ =
1√
2
(|2, 1,−1⟩ − |2, 1, 1⟩),

|2py⟩ =
1√
2
(|2, 1,−1⟩+ |2, 1, 1⟩),

|2pz⟩ = |2, 1, 0⟩.

¿Cuándo se vuelve 1 cualquiera de estas probabilidades?
(b) Considérese el estado |n⃗⟩ definido por

(n⃗ · L⃗)|n⃗⟩ = ℏ|n⃗⟩, L2|n⃗⟩ = 2ℏ2|n⃗⟩,

es decir, se trata de un autoestado del momento angular con l = 1 en la dirección dada por el
vector unitario n⃗. Calcúlese la probabilidad de encontrar el sistema en este estado y demuéstrese
que es una función periódica del tiempo. ¿Cuál es el periodo? Por simplicidad considérese que
n⃗ está en el plano xy.
(c) Calcúlese el valor esperado del momento magnético dipolar asociado con el momento angular

en el tiempo t.

Solucion

a) Los estados |n, l,m⟩ son autoestados de H0 con autovalor E0
n, que depende solo

del numero cuantico principal n. Puesto que los estados |n, l,m⟩ son tambien au-
tovectores del operador Lz:

Lz |n, l,m⟩ = m ℏ |n, l,m⟩ ,
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entonces los |n, l,m⟩ tambien diagonalizan el hamiltoniano total H:

H |n, l,m⟩ = H0 |n, l,m⟩ − ω Lz|n, l,m⟩ = (E0
n − mω ℏ) |n, l,m⟩ .

Denotemos
En ,m ≡ E0

n − mω ℏ .
Entonces, el estado del sistema para t ≥ 0 es:

|ψ(t)⟩ =
1√
2

(
e−

i
ℏE2,−1 t |2, 1,−1⟩ − e−

i
ℏE2,1 t |2, 1, 1⟩

)
.

Teniendo en cuenta que E2,−1 = E
(0)
2 + ℏω y E2,1 = E

(0)
2 − ℏω, podemos escribir

|ψ(t)⟩ en la forma:

|ψ(t)⟩ =
e−

i
ℏE

(0)
2 t

√
2

(
e−iω t |2, 1,−1⟩ − eiω t |2, 1, 1⟩

)
.

Entonces, la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |2px⟩ para t ≥ 0 es:

P (2px) =
∣∣⟨2px|ψ(t⟩∣∣2 =

1

4

∣∣∣(⟨2, 1,−1| − ⟨2, 1, 1|
)(
e−iω t|2, 1,−1⟩ − eiω t|2, 1, 1⟩

)∣∣∣2 =

=
1

4

∣∣e−iω t + eiω t
∣∣2 =

1

4

∣∣2 cosωt∣∣2 ,
que simplificado da:

P (2px) = cos2 ωt

De forma similar, la probabilidad de que en el instante t el atomo se ecuentre en
estado |2py⟩ es:

P (2py) =
∣∣⟨2py|ψ(t⟩∣∣2 =

1

4

∣∣∣(⟨2, 1,−1|+ ⟨2, 1, 1|
)(
e−iω t|2, 1,−1⟩ − eiω t|2, 1, 1⟩

)∣∣∣2 =

=
1

4

∣∣e−iω t − eiω t
∣∣2 =

1

4

∣∣2isenωt∣∣2 ,
es decir

P (2py) = sen 2ωt

Ademas, claramente la probabilidad de encontrar el atomo en el estado |2pz⟩ es nula
pues los estados |2, 1,−1⟩ y |2, 1, 1⟩ son ortogonales al estado |2, 1, 0⟩:

P (2pz) = 0

Las probabilidades P (2px) y P (2py) son iguales a uno si cosωt = ±1 y senωt = ±1
respectivamente. Por lo tanto:

t =
nπ

ω
=⇒ P (2px) = 1 t =

nπ

2ω
=⇒ P (2py) = 1 ,
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para n = 0, 1, · · · .

(b) Sea n⃗ el vector;
n⃗ = cosϕ i⃗ + senϕ j⃗ .

Entonces:
L⃗ · n⃗ = cosϕLx + senϕLy .

Escribamos |n⃗⟩ en la base {|2, 1,m⟩,m = −1, 0, 1}:

|n⃗⟩ = c−1 |2, 1,−1⟩ + c0 |2, 1, 0⟩ + c1|2, 1, 1⟩ ,

siendo c0 y c±1 constantes a determinar. Este vector |n⃗⟩ debe de ser autovector

de L⃗ · n⃗ con autovalor ℏ. Para encontrar los coeficientes c0 y c±1 que hacen que
se satisfaga esta condicion, escribamos L⃗ · n⃗ en terminos de los operadores escalera
L± = Lx ± iLy. Puesto que:

Lx =
1

2

(
L+ + L−

)
, Ly =

1

2i

(
L+ − L−

)
,

se tiene:

L⃗ · n⃗ =
cosϕ

2

(
L+ + L−

)
+

senϕ

2i

(
L+ − L−

)
=

e−iϕ

2
L+ +

eiϕ

2
L− .

Para obtener la accion de L⃗ · n⃗ sobre los diferentes estados recordemos que:

L± |n, j,m⟩ = ℏ
√
j(j + 1) − m(m± 1) |n, j,m± 1⟩

Entonces:

L+|2, 1,−1⟩ = ℏ
√
2|2, 1, 0⟩ L+|2, 1, 0⟩ = ℏ

√
2|2, 1, 1⟩ , L+|2, 1, 1⟩ = 0 ,

L−|2, 1,−1⟩ = 0 , L−|2, 1, 0⟩ = ℏ
√
2|2, 1,−1⟩ , L−|2, 1, 1⟩ = ℏ

√
2|2, 1, 0⟩ .

Por lo tanto:

L+ |n⃗⟩ = ℏ
√
2 c0 |2, 1, 1⟩ + ℏ

√
2 c−1 |2, 1, 0⟩ ,

L− |n⃗⟩ = ℏ
√
2 c1 |2, 1, 0⟩ + ℏ

√
2 c0 |2, 1,−1⟩ ,

y, en consecuencia:

L⃗ · n⃗ |n⃗⟩ =
ℏ√
2
e−iϕ

[
c0 |2, 1, 1⟩ + c−1 |2, 1, 0⟩

]
+

ℏ√
2
eiϕ
[
c1 |2, 1, 0⟩ + c0 |2, 1,−1⟩

]
=

=
ℏ√
2
eiϕ c0 |2, 1,−1⟩+ ℏ√

2

(
e−iϕc−1 + eiϕ c1

)
|2, 1, 0⟩+ ℏ√

2
e−iϕ c0 |2, 1, 1⟩ .
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Deberia de verificarse que;

L⃗ · n⃗ |n⃗⟩ = ℏ
[
c−1 |2, 1,−1⟩ + c0 |2, 1, 0⟩ + c1|2, 1, 1⟩

]
.

Esto sucedera si:

c−1 =
eiϕ√
2
c0 , c0 =

1√
2

(
e−iϕ c−1 + eiϕ c1

)
, c1 =

e−iϕ

√
2
c0 .

La segunda de estas ecuaciones es consecuencia de las otras dos. Utilizandolas
podemos expresar |n⃗⟩ en terminos de c0:

|n⃗⟩ = c0

[ eiϕ√
2
|2, 1,−1⟩ + |2, 1, 0⟩ +

e−iϕ

√
2
|2, 1, 1⟩

]
.

Imponiendo la condicion de normalizacion ⟨n⃗|n⃗⟩ = 1 obtenemos que |c0|2 = 1/2, que
nos permite escoger c0 = 1/

√
2. Entonces:

|n⃗⟩ =
1√
2

[ eiϕ√
2
|2, 1,−1⟩ + |2, 1, 0⟩ +

e−iϕ

√
2
|2, 1, 1⟩

]
.

La probabilidad de encontrar el sistema en el estado |n⃗⟩ para t ≥ 0 es:

P (|n⃗⟩) =
1

4

∣∣∣(e−iϕ

√
2
⟨2, 1,−1|+ ⟨2, 1, 0|+ eiϕ√

2
⟨2, 1, 1|

)(
e−iω t|2, 1,−1⟩ − eiω t|2, 1, 1⟩

)∣∣∣2 =

=
1

4

∣∣∣∣∣ei(ω t+ϕ)

√
2

− e−i(ω t+ϕ)

√
2

∣∣∣∣∣
2

=
1

8

∣∣∣2 i sen (ω t+ ϕ)
∣∣∣2 .

Simplificando esta expresion, obtenemos:

P (|n⃗⟩) =
1

2
sen 2(ω t+ ϕ)

Esta probabilidad es periodica con periodo 2π/ω y tiene un valor maximo de 1/2.

(c) El momento magnetico µ⃗ asociado al momento angular L⃗ es:

µ⃗ =
e

2mc
L⃗ .

Para calcular ⟨µ⃗⟩ obtengamos ⟨L⃗⟩. En primer lugar consideremos la componente z,
Dado que:

Lz |ψ(t)⟩ =
e−

i
ℏE

(0)
2 t

√
2

(
e−iω t Lz |2, 1,−1⟩ − eiω t Lz |2, 1, 1⟩

)
=

= − ℏ
e−

i
ℏE

(0)
2 t

√
2

(
e−iω t |2, 1,−1⟩ + eiω t |2, 1, 1⟩

)
.
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Entonces:

⟨Lz⟩ = ⟨ψ(t)|Lz |ψ(t)⟩ =

=
ℏ
2

(
eiω t ⟨2, 1,−1| + e−iω t ⟨2, 1, 1|

)(
e−iω t |2, 1,−1⟩ + eiω t |2, 1, 1⟩

)
=

ℏ
2
(1− 1) .

Es decir:
⟨Lz⟩ = 0 .

Obtengamos ahora como actuan L+ y L− sobre |ψ(t)⟩:

L± |ψ(t)⟩ =
e−

i
ℏE

(0)
2 t

√
2

(
e−iω t L± |2, 1,−1⟩ − eiω t L± |2, 1, 1⟩

)
=

= ±ℏ e−
i
ℏE

(0)
2 t e∓iω t |2, 1, 0⟩ .

Vemos pues que L+ y L− actuado sobre |ψ(t)⟩ dan estados proporcionales a |2, 1, 0⟩
que son ortogonales a |ψ(t)⟩ y, en consecuencia, ⟨L±⟩ = 0. Ello implica que el valor

esperado de las componentes x e y de L⃗ son nulas:

⟨Lx⟩ = ⟨Ly⟩ = 0 .

Por lo tanto ⟨L⃗⟩ = 0 y, en definitiva, el valor esperado del momento magnetico en
este estado se anula:

⟨ µ⃗ ⟩ = 0

[8] Considérese el estado |j1, j2, j,m⟩ que es un autoestado común de los operadores J⃗ 2
1 , J⃗

2
2 , J⃗

2

y Jz, donde J⃗ = J⃗1 + J⃗2. Muéstrese que este estado es también un autoestado del producto
escalar J⃗1 · J⃗2 y encuéntrese su autovalor. Hágase lo mismo para J⃗ · J⃗1 y para J⃗ · J⃗2.

Solucion

Dado que J⃗ = J⃗1 + J⃗2, se tiene:

J⃗ 2 = J⃗ 2
1 + J⃗ 2

2 + 2 J⃗1 · J⃗2 ,

y entonces:

J⃗1 · J⃗2 =
1

2

(
J⃗ 2 − J⃗ 2

1 − J⃗ 2
2

)
.
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Puesto que:

J⃗ 2 |j1, j2, j,m⟩ = ℏ2 j(j + 1) |j1, j2, j,m⟩ ,

J⃗ 2
1 |j1, j2, j,m⟩ = ℏ2 j1(j1 + 1) |j1, j2, j,m⟩ ,

J⃗ 2
2 |j1, j2, j,m⟩ = ℏ2 j2(j2 + 1) |j1, j2, j,m⟩ ,

se tiene:

J⃗1 · J⃗2 |j1, j2, j,m⟩ =
ℏ2

2

[
j(j + 1) − j1(j1 + 1) − j2(j2 + 1)

]
|j1, j2, j,m⟩

lo que prueba que |j1, j2, j,m⟩ es autoestado de J⃗1 · J⃗2 y nos da su autovalor. Por

otra parte podemos escribir J⃗ · J⃗1 en la forma:

J⃗ · J⃗1 = (J⃗1 + J⃗2) · J1 = J⃗ 2
1 + J⃗1 · J⃗2 .

Usando ahora la expresion obtenida mas arriba para J⃗1 · J⃗2, obetenemos:

J⃗ · J⃗1 = J⃗ 2
1 +

1

2

(
J⃗ 2 − J⃗ 2

1 − J⃗ 2
2

)
=

1

2

(
J⃗ 2 + J⃗ 2

1 − J⃗ 2
2

)
.

De forma similar, se puede deducir que:

J⃗ · J⃗2 =
1

2

(
J⃗ 2 + J⃗ 2

2 − J⃗ 2
1

)
.

Es ahora inmediato obtener como actuan J⃗ ·J⃗1 y J⃗ ·J⃗2 sobre los vectores J⃗2 |j1, j2, j,m⟩:

J⃗ · J⃗1 |j1, j2, j,m⟩ =
ℏ2

2

[
j(j + 1) + j1(j1 + 1) − j2(j1 + 2)

]
|j1, j2, j,m⟩

J⃗ · J⃗2 |j1, j2, j,m⟩ =
ℏ2

2

[
j(j + 1) − j1(j1 + 1) + j2(j1 + 2)

]
|j1, j2, j,m⟩
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[9] Considérese un par de esṕınes con interacción dipolar magnética

Hm = −γµ1µ2S⃗
(1) · S⃗(2).

Un campo magnético externo B⃗ introduce una interacción adicional

HB = −B⃗(µ1S⃗
(1) − µ2S⃗

(2)).

(a) Determı́nese los niveles de enerǵıa y sus autoestados (en función de la base ({|++⟩, |+−⟩, |−
+⟩, | − −⟩}).
(b) Si el sistema está inicialmente en el estado | + −⟩ calcúlese la probabilidad de encontrarlo

posteriormente en el estado | − +⟩ ¿Cuál es el valor máximo de esta probabilidad y cuando se
alcanza?
(c) Encuéntrese el valor esperado de los esṕınes individuales y del esṕın total como función del

tiempo.

Solucion

Eligiendo el eje ẑ en la dirección del campo magnético, B · (µ1S
(1) − µ2S

(2)) =

B(µ1S
(1)
z − µ2S

(2)
z ), y el Hamiltoniano del sistema es

H = −γµ1µ2 S
(1) · S(2) −B · (µ1S

(1) − µ2S
(2))

= −γµ1µ2

(
S
(1)
+ S

(2)
− + S

(1)
− S

(2)
+

2
+ S(1)

z S(2)
z

)
−B(µ1S

(1)
z − µ2S

(2)
z ) ,

donde S
(i)
± = S

(i)
x ± iS

(i)
y , son operadores que, sobre cada esṕın, resultan S±|±⟩ = 0

y S±|∓⟩ = ℏ|±⟩.
a) Actuando con H sobre cada elemento de la base:

H|+,+⟩ =

(
−γµ1µ2ℏ2

4
− Bµ1ℏ

2
+
Bµ2ℏ
2

)
|+,+⟩ ,

H|+,−⟩ = −γµ1µ2ℏ2

2
|−,+⟩+

(
γµ1µ2ℏ2

4
− Bµ1ℏ

2
− Bµ2ℏ

2

)
|+,−⟩ ,

H|−,+⟩ = −γµ1µ2ℏ2

2
|+,−⟩+

(
γµ1µ2ℏ2

4
+
Bµ1ℏ
2

+
Bµ2ℏ
2

)
|−,+⟩ ,

H|−,−⟩ =

(
−γµ1µ2ℏ2

4
+
Bµ1ℏ
2

− Bµ2ℏ
2

)
|−,−⟩ ,
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de modo que reconocemos inmediatamente dos autoestados y sus niveles de
enerǵıa:

|Ψ1⟩ := |+,+⟩ , E1 = −γµ1µ2ℏ2

4

[
1 +

2B(µ1 − µ2)

γµ1µ2ℏ

]
,

|Ψ2⟩ := |−,−⟩ , E2 = −γµ1µ2ℏ2

4

[
1− 2B(µ1 − µ2)

γµ1µ2ℏ

]
.

Resta encontrar las dos combinaciones lineales de los estados |+,−⟩ y |−,+⟩
que son autoestados de H. Debemos diagonalizar la matriz ⟨ξ,−ξ|H|ξ′,−ξ′⟩
(donde ξ, ξ′ = ±),

⟨ξ,−ξ|H|ξ′,−ξ′⟩ = γµ1µ2ℏ2

4

(
1− 2B(µ1+µ2)

γµ1µ2ℏ −2

−2 1 + 2B(µ1+µ2)
γµ1µ2ℏ

)
.

La ecuación de autovalores, det(⟨ξ,−ξ|(H− E11)|ξ′,−ξ′⟩) = 0, resulta[
1− 2B(µ1 + µ2)

γµ1µ2ℏ
− Ẽ

] [
1 +

2B(µ1 + µ2)

γµ1µ2ℏ
− Ẽ

]
− 4 = 0 ,

donde E = γµ1µ2ℏ2
4

Ẽ. Es decir,

Ẽ2 − 2Ẽ − 3− 4B2(µ1 + µ2)
2

γ2µ2
1µ

2
2ℏ2

= 0 ,

por lo que el espectro se completa con las dos ráıces de esta ecuación,

E3 =
γµ1µ2ℏ2

4

[
1 + 2

√
1 +

B2(µ1 + µ2)2

γ2µ2
1µ

2
2ℏ2

]
,

E4 =
γµ1µ2ℏ2

4

[
1− 2

√
1 +

B2(µ1 + µ2)2

γ2µ2
1µ

2
2ℏ2

]
.

Dado que los correspondientes autoestados normalizados, |Ψ3⟩ y |Ψ4⟩, son
ortogonales y pertenecen al subespacio generado por |+,−⟩ y |−,+⟩, siempre
pueden escribirse como

|Ψ3⟩ := cosΩ|+,−⟩+ senΩ|−,+⟩ , |Ψ4⟩ := senΩ|+,−⟩ − cosΩ|−,+⟩ ,
relación que puede ser invertida fácilmente,

|+,−⟩ = cosΩ|Ψ3⟩+ senΩ|Ψ4⟩ , |−,+⟩ = senΩ|Ψ3⟩ − cosΩ|Ψ4⟩ .
Teniendo en cuenta que H|Ψ3⟩ = E3|Ψ3⟩ (lo mismo da si partimos de H|Ψ4⟩ =
E4|Ψ4⟩), tras un cálculo algebraico podemos determinar Ω,

cot 2Ω =
B(µ1 + µ2)

γµ1µ2ℏ
.
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b) La evolución del estado del sistema, |Ψ(0)⟩ = |+,−⟩ está dictada por el Hamil-
toniano

|Ψ(t)⟩ = e−iHt/ℏ|Ψ(0)⟩ = e−iHt/ℏ|+,−⟩ = e−iHt/ℏ(cosΩ|Ψ3⟩+ senΩ|Ψ4⟩)

= e−iE3t/ℏcosΩ|Ψ3⟩+ e−iE4t/ℏsenΩ|Ψ4⟩

=
[
e−iE3t/ℏcos2Ω + e−iE4t/ℏsen2Ω

]
|+,−⟩+ senΩ cosΩ

[
e−iE3t/ℏ − e−iE4t/ℏ

]
|−,+⟩ .

La probabilidad de encontrar el sistema en el estado |−,+⟩ en el instante t es

P(t) := |⟨−,+|Ψ(t)⟩|2 = |senΩ cosΩ[e−iE3t/ℏ − e−iE4t/ℏ]|2 ,

expresión que podemos simplificar utilizando

e−iE3t/ℏ − e−iE4t/ℏ = e−iE3t/2ℏe−iE4t/2ℏ[e−i(E3−E4)t/2ℏ − ei(E3−E4)t/2ℏ]

=
i

2
e−iE3t/2ℏe−iE4t/2ℏsen

[
(E3 − E4)t

2ℏ

]
.

Finalmente, teniendo en cuenta que

E3 − E4 = γµ1µ2ℏ2
√
1 +

B2(µ1 + µ2)2

γ2µ2
1µ

2
2ℏ2

=
γµ1µ2ℏ2

sen 2Ω
,

resulta:

P(t) = sen 2Ω sen2

[
γµ1µ2ℏt
2sen 2Ω

]
.

El valor máximo de la probabilidad es Pmax = sen 2Ω y se alcanza en la sucesión
de instantes

tn =
(2n+ 1)π

γµ1µ2ℏ
sen 2Ω , n ∈ N .

c) Para calcular los valores de expectación de los espines individuales en |Ψ(t)⟩,
veamos que

S
(1)
+ |Ψ(t)⟩ = ℏsenΩ cosΩ

[
e−iE3t/ℏ − e−iE4t/ℏ

]
|+,+⟩ ,

que es ortogonal a ⟨Ψ(t)|. Análogamente,

⟨Ψ(t)|S(i)
± |Ψ(t)⟩ = 0 =⇒ ⟨Ψ(t)|S(i)

x |Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(t)|S(i)
y |Ψ(t)⟩ = 0 ,

por lo que los valores de expectación de las mismas componentes del esṕın
total se anulan:

⟨Ψ(t)|Sx|Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(t)|Sy|Ψ(t)⟩ = 0 .
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La componente z del esṕın total también tiene valor de expectación nulo
porque |Ψ(t)⟩ es una combinación lineal de |+,−⟩ y |−,+⟩ (o, lo que es lo
mismo, de |1, 0⟩ y |0, 0⟩ en la base definida por los números cuánticos de S2 y
Sz,

⟨Ψ(t)|Sz|Ψ(t)⟩ = 0 =⇒ ⟨Ψ(t)|S(2)
z |Ψ(t)⟩ = −⟨Ψ(t)|S(1)

z |Ψ(t)⟩ .

Sólo resta por calcular ⟨Ψ(t)|S(1)
z |Ψ(t)⟩. Si escribimos |Ψ(t)⟩ = a(t)|+,−⟩ +

b(t)|−,+⟩, de modo que ⟨Ψ(t)| = a⋆(t)⟨+,−|+ b⋆(t)⟨−,+| y

⟨Ψ(t)|S(1)
z |Ψ(t)⟩ = [a⋆(t)⟨+,−|+ b⋆(t)⟨−,+|]S(1)

z [a(t)|+,−⟩+ b(t)|−,+⟩]

=
ℏ
2
[a⋆(t)⟨+,−|+ b⋆(t)⟨−,+|] [a(t)|+,−⟩ − b(t)|−,+⟩]

=
ℏ
2

[
|a(t)|2 − |b(t)|2

]
=

ℏ
2

[
1− 2|b(t)|2

]
=

ℏ
2
[1− 2P(t)] ,

ya que |a(t)|2 + |b(t)|2 = 1.

[10] Calcúlese de manera directa los coeficientes de Clebsch-Gordan para el acoplamiento de
momentos angulares 1/2 y 1.

Solucion

Tenemos que acoplar un momento angular j1 = 1 y j2 = 1
2
. Sabemos que la

composicion de estos dos momentos angulares da:

1⊗ 1

2
=

1

2
+

3

2
.

Asi pues el momento angular total puede ser j = 3
2
, 1
2
. Los valores posibles de la

tercera componente del momento angular total son:

j =
3

2
=⇒ m = −3

2
, −1

2
,
1

2
,
3

2
j =

1

2
=⇒ m = −1

2
,
1

2

Los estados en la base desacoplada son:

j1 = 1 =⇒ |1, 1⟩ , |1, 0⟩ , |1,−1⟩ ,

j2 =
1

2
=⇒ |1/2, 1/2⟩ , |1/2,−1/2⟩
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El estado en la base acoplada con maximo valor de m es |3/2, 3/2⟩c y solo hay una
forma de obtenerlo a partir de los estados |j1,m1⟩ y |j2,m2⟩:

|3/2, 3/2⟩c = |1, 1⟩ |1/2, 1/2⟩

Apliquemos a este estado el operador J− = J1,− + J2,−. Recordemos que:

J− |j,m⟩c = C(j,m) |j,m− 1⟩c , C(j,m) = ℏ
√
j(j + 1)−m(m− 1) .

De forma similar actuan J1,− y J2,−. Entonces:

J− |3/2, 3/2⟩c = C(3/2, 3/2) |3/2, 1/2⟩c =

=
(
J1,− |1, 1⟩

)
|1/2, 1/2⟩ + |1, 1⟩

(
J2,− |1/2, 1/2⟩

)
=

= C(1, 1) |1, 0⟩ |1/2, 1/2⟩ + C(1/2, 1/2) |1, 1⟩ |1/2,−1/2⟩ ,
y, por lo tanto:

|3/2, 1/2⟩c =
C(1, 1)

C(3/2, 3/2)
|1, 0⟩ |1/2, 1/2⟩ +

C(1/2, 1/2)

C(3/2, 3/2)
|1, 1⟩ |1/2,−1/2⟩ .

Teniendo ahora en cuenta que:

C(1, 1) =
√
2 ℏ , C(1/2, 1/2) = ℏ , C(3/2, 3/2) =

√
3 ℏ ,

obtenemos:

|3/2, 1/2⟩c =

√
2

3
|1, 0⟩ |1/2, 1/2⟩ +

1√
3
|1, 1⟩ |1/2,−1/2⟩

Actuemos ahora con J− sobre |3/2, 1/2⟩c:
J− |3/2, 1/2⟩c = C(3/2, 1/2) |3/2,−1/2⟩c =

=

√
2

3

[(
J1−|1, 0⟩

)
|1/2, 1/2⟩ + |1, 0⟩

(
J2−|1/2, 1/2⟩

)]
+

+
1√
3

[(
J1−|1, 1⟩

)
|1/2,−1/2⟩ + |1, 1⟩

(
J2−|1/2,−1/2⟩

)]
=

=

√
2

3
C(1, 0)|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩ +

(√2

3
C(1/2, 1/2) +

1√
3
C(1, 1)

)
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩ ,

donde hemos tenido en cuenta que J2−|1/2,−1/2⟩ = 0. En esta ultima ecuacion
podemos despejar |3/2,−1/2⟩c:

|3/2,−1/2⟩c =

√
2

3

C(1, 0)

C(3/2, 1/2)
|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩+

√
2C(1/2, 1/2) + C(1, 1)√

3C(3/2, 1/2)
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩ .
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Tengamos ahora en cuenta, ademas de los escritos mas arriba, los siguientes valores
para los coeficientes C:

C(1, 0) =
√
2 ℏ , C(3/2, 1/2) = 2ℏ .

Entonces:√
2

3

C(1, 0)

C(3/2, 1/2)
=

1√
3
,

√
2C(1/2, 1/2) + C(1, 1)√

3C(3/2, 1/2)
=

√
2

3
,

y, por consiguiente:

|3/2,−1/2⟩c =
1√
3
|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩ +

√
2

3
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩

Para encontrar el ultimo estado con j = 3/2 apliquemos una vez mas J−:

J− |3/2,−1/2⟩c = C(3/2,−1/2) |3/2,−3/2⟩c =

=
1√
3

[(
J1−|1,−1⟩

)
|1/2, 1/2⟩ + |1,−1⟩

(
J2−|1/2, 1/2⟩

)]
+

+

√
2

3

[(
J1−|1, 0⟩

)
|1/2,−1/2⟩ + |1, 0⟩

(
J2−|1/2,−1/2⟩

)]
=

=

[
1√
3
C(1/2, 1/2) +

√
2

3
C(1, 0)

]
|1,−1⟩ |1/2,−1/2⟩ ,

donde hemos tenido en cuenta que J1−|1,−1⟩ = J2−|1/2,−1/2⟩ = 0. Entonces:

|3/2,−3/2⟩c =
C(1/2, 1/2) +

√
2C(1, 0)

C(3/2,−1/2)
|1,−1⟩ |1/2,−1/2⟩ .

Utilizando que:
C(3/2,−1/2) =

√
3 ℏ ,

asi como los valores de C(1/2, 1/2) y C(1, 0) obtenidos mas arriba, podemos escribir:

C(1/2, 1/2) +
√
2C(1, 0)

C(3/2,−1/2)
= 1 .

Por lo tanto:
|3/2,−3/2⟩c = |1,−1⟩ |1/2,−1/2⟩

Encontremos ahora los vectores del doblete con j = 1/2. El vector de este doblete
cuya tercera componente es la mas alta, con m = 1/2, debe de ser una combinacion
lineal del tipo:

|1/2, 1/2⟩c = α |1, 1⟩ |1/2,−1/2⟩ + β |1, 0⟩ |1/2, 1/2⟩ .
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Este vector |1/2, 1/2⟩c debe de ser ortogonal al |3/2, 1/2⟩c obtenido anteriormente.
Impongamos pues que:

c⟨3/2, 1/2|1/2, 1/2⟩c = 0 .

Esto sucede si:

α
1√
3
+ β

√
2

3
= 0 =⇒ α = −

√
2 β .

Ademas, la condicion de normalizacion c⟨1/2, 1/2|1/2, 1/2⟩c = 1 implica que α2 +
β2 = 1. Entonces:

2β2 + β2 = 1 =⇒ β = ± 1√
3

=⇒ α = ∓
√

2

3
.

Tomemos como solucion:

α =

√
2

3
, β = − 1√

3
,

que corresponde al siguiente vector |1/2, 1/2⟩c:

|1/2, 1/2⟩c =

√
2

3
|1, 1⟩ |1/2,−1/2⟩ − 1√

3
|1, 0⟩ |1/2, 1/2⟩

Si ahora actuamos con J− obtendremos |1/2,−1/2⟩c:

J− |1/2, 1/2⟩c = C(1/2, 1/2) |1/2,−1/2⟩c =

=

√
2

3

[(
J1−|1, 1⟩

)
|1/2,−1/2⟩ + |1, 1⟩

(
J2−|1/2,−1/2⟩

)]
+

− 1√
3

[(
J1−|1, 0⟩

)
|1/2, 1/2⟩ + |1, 0⟩

(
J2−|1/2, 1/2⟩

)]
=

=

√
2C(1, 1) − C(1/2, 1/2)√

3
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩ − C(1, 0)√

3
|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩ ,

donde hemos tenido en cuenta que J2−|1/2,−1/2⟩ = 0. Asi pues:

|1/2,−1/2⟩c =

√
2C(1, 1) − C(1/2, 1/2)√

3C(1/2, 1/2)
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩− C(1, 0)√

3C(1/2, 1/2)
|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩ .

Los coeficientes que multiplican a los vectores en esta ultima expresion son:

√
2C(1, 1) − C(1/2, 1/2)√

3C(1/2, 1/2)
=

1√
3
,

C(1, 0)√
3C(1/2, 1/2)

=

√
2

3
.
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Entonces, finalmente obtenemos:

|1/2,−1/2⟩c =
1√
3
|1, 0⟩ |1/2,−1/2⟩ −

√
2

3
|1,−1⟩ |1/2, 1/2⟩

[11] Considerese una particula de espin 1. Supongase que la particula se encuentra en un estado
con un valor bien definido de la componente y del espin e igual a +ℏ. ¿ Cuanto vale el valor
medio de la componente x del espin en dicho estado?.

Solucion

Recordemos la representacion matricial de las componentes del espin en la base
canonica de vectores {|1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩}, en los que la tercera componente Sz es
diagonal:

Sx =
ℏ√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Sy =
ℏ√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Sz = ℏ

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

Determinemos, en esta base, el autovector de Sy con autovalor +ℏ. Denotemos por
|1, 1⟩y dicho autovector y supongamos tiene la forma:

|1, 1⟩y =

ab
c

 ,

siendo a, b y c constantes a determinar a partir de la ecuacion de autovalores, que
toma la forma:

Sy |1, 1⟩y =
ℏ√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

ab
c

 = ℏ

ab
c

 .

A partir de esta ecuacion se sigue que:

−ib =
√
2 a , ia− ic =

√
2 b , ib =

√
2 c .

Estas relaciones nos permiten escribir b y c en terminos de a:

b = i
√
2 a , c = −a .
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Por lo tanto el autovector buscado es:

|1, 1⟩y = a

 1

i
√
2

−1

 .

Para determinar la constante a impongamos la condicion de normalizacion:

y⟨1, 1|1, 1⟩y = 1 =⇒ |a|2(1 + 2 + 1) = 1 =⇒ a =
1

2
.

Por consiguiente, tenemos:

|1, 1⟩y =
1

2

 1

i
√
2

−1


En notacion de Dirac, el vector |1, 1⟩y puede ponerse como la siguiente combinacion
de autovectores de Sz:

|1, 1⟩y =
1

2
|1, 1⟩ +

i√
2
|1, 0⟩ − 1

2
|1,−1⟩ .

El valor medio de Sx es:
⟨Sx ⟩ = y⟨1, 1|Sx|1, 1⟩y

Puesto que:

Sx |1, 1⟩y =
ℏ

2
√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 1

i
√
2

−1

 =
ℏ
2

i0
i


y:

y⟨1, 1| =
1

2
(1 , −

√
2 i , −1) ,

se tiene:

⟨Sx ⟩ =
ℏ
4
(1 , −

√
2 i , −1)

i0
i

 .

Por lo tanto, finalmente:

⟨Sx ⟩ = 0

[12] Un sistema esta constituido por dos particulas 1 y 2. La particula 1 tiene espin 1/2, mientras
que la particula 2 tiene espin 3/2. El hamiltoniano del sistema es:

H = α S⃗ 2 + β
(
S⃗ 2
1 + S⃗ 2

2

)
,

siendo α y β constantes. S⃗1 y S⃗2 son los operadores de espin de las particulas 1 y 2 respectiva-
mente y S⃗ = S⃗1 + S⃗2. Obtenganse los niveles de energia del sistema y su degeneracion.
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Solucion

Al acoplar S⃗1 y S⃗2 resulta:
1

2
⊗ 3

2
= 1⊕ 2 .

Asi pues, el numero cuantico del espin total S⃗ = S⃗1 + S⃗2 es s = 1, 2. Dado que:

S⃗2
1 = ℏ2

1

2

(1
2
+ 1
)
=

3ℏ2

4
, S⃗2

2 = ℏ2
3

2

(3
2
+ 1
)
=

15ℏ2

4
,

se tiene

S⃗ 2
1 + S⃗ 2

2 =
18

4
ℏ2 =

9

2
ℏ2 .

Por consiguiente, el hamiltoniano H es:

H = α S⃗ 2 +
9

2
ℏ2 .

Asi, dado un numero cuantico de espin total s, existen 2s+ 1 estados con energia:

Es = α ℏ2 s(s+ 1) +
9

2
ℏ2

En particular, como s puede tomar los valores 1 y 2, tenemos el siguiente espectro:

s = 1 =⇒ E1 =
(
2α +

9β

2

)
ℏ2 (3 estados)

s = 2 =⇒ E2 =
(
6α +

9β

2

)
ℏ2 (5 estados)

[13] Considerese un sistema cuyo momento angular orbital L⃗ = (Lx, Ly, Lz) tiene numero cuan-
tico l y cuyo hamiltoniano es:

H =
ω

ℏ

(
L2
x + L2

y

)
,

donde ω es una constante. Obtenganse los niveles de energia del sistema y su degeneracion.

Solucion

Sea L2 = L2
x + L2

y + L2
z. Entonces:

L2
x + L2

y = L2 − L2
z .
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Por consiguiente el hamiltoniano del sistema puede escribirse como:

H =
ω

ℏ

(
L2 − L2

z

)
.

Sabemos que los autovectores comunes a L2 y Lz satisfacen:

L2 |l,m⟩ = l(l + 1)ℏ2 |l,m⟩ , Lz |l,m⟩ = mℏ |l,m⟩ ,

para l = 0, 1, · · · y m = −l, · · · ,+l. Se sigue que los estados |l,m⟩ tambien diago-
nalizan el hamiltoniano:

H , |l,m⟩ =
ω

ℏ

(
l(l + 1)−m2

)
ℏ2 |l,m⟩,= El,m |l,m⟩ ,

donde l es un entero no negativo y los niveles de energia son:

El,m = ℏω
(
l(l + 1)−m2

)
, m = −l, · · · , 0, · · ·+ l .

Observese que, para todo l:

m ̸= 0 → estado doblemente degenerado ,

m = 0 → estado no degenerado .

La energia del estado no degenerado es:

E0 ≡ El,0 = l(l + 1)ℏ .

Este es el estado de energia mas alta para un l dado. Por otra parte los estados
degenerados tienen por energia El,±m para m ̸= 0. Estos estados tienen menor
energia que el estado |l, 0⟩. El estado fundamental es doblemente degenerado y su
energia es:

E±l ≡ El,±l = lℏω .

[14] Una particula de espin 1 se encuentra en un estado con un valor bien definido de la compo-
nente z del espin e igual a +ℏ. Supongase que en este estado se mide el espin en una direccion
del plano xz formando un angulo θ con el eje z. ¿Que valores podemos obtener en esta medida
y con que probabilidades?.

Solucion
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Definamos el vector unitario n⃗ como:

n⃗ = (sen θ , 0 , cos θ) ,

y el operador Sn como:
Sn = Sz cos θ + Sx sen θ .

En forma matricial

Sn = ℏ

cos θ 0 0
0 0 0
0 0 − cos θ

 +
ℏ√
2

 0 sen θ 0
sen θ 0 sen θ
0 sen θ 0

 ,

o, equivalentemente:

Sn = ℏ


cos θ sen θ√

2
0

sen θ√
2

0 sen θ√
2

0 sen θ√
2

− cos θ

 .

Necesitamos encontrar los autovalores y autovectores de Sn. Para ello tenemos que
resolver la ecuacion secular:

det(Sn − λℏ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ − λ sen θ√
2

0

sen θ√
2

−λ sen θ√
2

0 sen θ√
2

− cos θ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

Calculando el determinante, obtenemos:

det(Sn − λℏ) = ℏ3
[
λ(cos θ − λ)

[
λ(cos θ + λ)− sen 2θ

2

]
+

sen 2θ

2
(cos θ + λ)

]
=

= ℏ3
[
λ(cos2 θ − λ2) − sen 2θ

2
(cos θ − λ) +

sen 2θ

2
(cos θ + λ)

]
=

= ℏ3
[
λ cos2 θ − λ3 + λ sen 2θ

]
.

Despues de simplificar la ecuacion secular se convierte en:

det(Sn − λℏ) = ℏ3λ(1 − λ2) = 0 ,

cuyas soluciones son:
λ = 0 , λ = ±1 .
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Estudiemos ahora los diferentes autovectores. Pongamos:

|1,m⟩n =

ab
c

 , Sn |1,m⟩n = mℏ |1,m⟩n , m = 1, 0,−1 .

La ecuacion de autovectores corresponde a la siguiente ecuacion matricial:
cos θ sen θ√

2
0

sen θ√
2

0 sen θ√
2

0 sen θ√
2

− cos θ



a

b

c

 =


a cos θ + b sen θ√

2

a sen θ√
2

+ c sen θ√
2

b sen θ√
2

− c cos θ

 = m


a

b

c

 .

Tenemos pues el siguiente sistema redundante de ecuaciones lineales:

a cos θ +
b sen θ√

2
= ma ,

a sen θ√
2

+
c sen θ√

2
= mb ,

b sen θ√
2

− c cos θ = mc .

A partir de la tercera ecuacion del sistema obtenemos:

b =

√
2

sen θ
(m+ cos θ) c .

Substituyendo este resultado en la primera ecuacion del sistema, llegamos a:

a cos θ + (m+ cos θ) c = am =⇒ (m+ cos θ) c = (m− cos θ) a .

Para resolver esta ecuacion pongamos:

c = A (m− cos θ) , a = A (m+ cos θ) ,

siendo A una constante a determinar. Entonces:

b =

√
2

sen θ
(m+ cos θ)A (m− cos θ) = A

√
2

sen θ
(m2 − cos2 θ) .

Tomemos primero m = ±1. Entonces b = A
√
2 sen θ y el vector |1,m⟩ es:

|1,m⟩n = A

m+ cos θ√
2 sen θ

m− cos θ

 , m = ±1 .
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La constante A se determina imponiendo la condicion de normalizacion. Puesto que:

n⟨1,m|1,m⟩n = A2
[
(m+ cos θ)2 + 2 sen 2θ + (m− cos θ)2

]
= 4A2 ,

entonces:

A = ±1

2
.

Escojamos A = +1
2
para m = +1 y A = −1

2
para m = +1. Con esta convencion,

los estados |1, 1⟩n y |1,−1⟩n son:

|1, 1⟩n =


1+cos θ

2

sen θ√
2

1−cos θ
2

 , |1,−1⟩n =


1−cos θ

2

− sen θ√
2

1+cos θ
2

 .

Consideremos ahora el caso m = 0. Las componentes a, b y c del vector |1, 0⟩n
son:

a = A cos θ , b = −A
√
2

sen θ
cos2 θ , c = −A cos θ .

Para determinar la constante A imponemos, tambien en este caso, la condicion de
normalizacion:

a2 + b2 + c2 = 2A2 cos
2 θ

sen 2θ
= 1 ,

que se resuelve si:

A cos θ = −sen θ√
2
. (0.1)

Usando este valor de A obtenemos las componentes a, b y c del vector |1, 0⟩n:

a = −sen θ√
2
, b = cos θ , c =

sen θ√
2
.

Por lo tanto:

|1, 0⟩n =


− sen θ√

2

cos θ

sen θ√
2

 .

Este problema es equivalente la siguiente configuracion de detectores de Stern-
Gerlach:
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SGz
<latexit sha1_base64="dXf7KDtI80K0Dt59xFPWWxyXUvI=">AAAB53icbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126mUhMXJEWTXRJdKFLjHJJoCHT4RRGppfMTE2w6TPoyqg738cX8G0csAsF/9U35/8nOf/xYsGVtu0vq7C0vLK6VlwvbWxube+Ud/daKkokwyaLRCQ7HlUoeIhNzbXATiyRBp7Atje+nPrtB5SKR+GdnsToBnQYcp8zqs2odXvVTx+zfrliV+2ZyCI4OVQgV6Nf/uwNIpYEGGomqFJdx461m1KpOROYlXqJwpiyMR1i12BIA1RuOts2I0d+JIkeIZm9f2dTGig1CTyTCageqXlvOvzP6ybaP3dTHsaJxpCZiPH8RBAdkWlpMuASmRYTA5RJbrYkbEQlZdqcpmTqO/NlF6FVqzon1drNaaV+kR+iCAdwCMfgwBnU4Roa0AQG9/AMb/BucevJerFef6IFK/+zD39kfXwDgw+Mug==</latexit>

SGn
<latexit sha1_base64="SUUXmaWpXFKTCQD4K7Nxlyj5/Bs=">AAAB53icbZC9TsMwFIVvyl8pfwVGFosKialKChKMFQwwFkF/pDaqHPemNXWcyHaQqqjPABMCNt6HF+BtcEsGKJzp8z3H0j03SATXxnU/ncLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1r6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8OfPbD6g0j+WdmSToR3QoecgZNXbUur3qZ3LaL1fcqjsX+QteDhXI1eiXP3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5ttOyVEYK2JGSObvn9mMRlpPosBmImpGetGbDf/zuqkJz/2MyyQ1KJmNWC9MBTExmZUmA66QGTGxQJnidkvCRlRRZuxpSra+t1j2L7RqVe+kWrs5rdQv8kMU4QAO4Rg8OIM6XEMDmsDgHp7gFd4c7jw6z87Ld7Tg5H/24Zec9y9xG4yu</latexit>

+~
<latexit sha1_base64="+IgLpKJHrUOSJes6FlmkMuIQeQk=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiCEJJqqDLohuXFewF2lAm05Nm7OTCzEQooc+gK1F3vo8v4Ns4jVlo67/65vz/wPmPlwiutG1/WaWV1bX1jfJmZWt7Z3evun/QUXEqGbZZLGLZ86hCwSNsa64F9hKJNPQEdr3JzdzvPqJUPI7u9TRBN6TjiPucUW1GnbNB4FE5rNbsup2LLINTQA0KtYbVz8EoZmmIkWaCKtV37ES7GZWaM4GzyiBVmFA2oWPsG4xoiMrN8m1n5MSPJdEBkvz9O5vRUKlp6JlMSHWgFr358D+vn2r/ys14lKQaI2YixvNTQXRM5qXJiEtkWkwNUCa52ZKwgErKtDlNxdR3FssuQ6dRd87rjbuLWvO6OEQZjuAYTsGBS2jCLbSgDQwe4Bne4N3i1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYYeYxz</latexit>

+~
<latexit sha1_base64="+IgLpKJHrUOSJes6FlmkMuIQeQk=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiCEJJqqDLohuXFewF2lAm05Nm7OTCzEQooc+gK1F3vo8v4Ns4jVlo67/65vz/wPmPlwiutG1/WaWV1bX1jfJmZWt7Z3evun/QUXEqGbZZLGLZ86hCwSNsa64F9hKJNPQEdr3JzdzvPqJUPI7u9TRBN6TjiPucUW1GnbNB4FE5rNbsup2LLINTQA0KtYbVz8EoZmmIkWaCKtV37ES7GZWaM4GzyiBVmFA2oWPsG4xoiMrN8m1n5MSPJdEBkvz9O5vRUKlp6JlMSHWgFr358D+vn2r/ys14lKQaI2YixvNTQXRM5qXJiEtkWkwNUCa52ZKwgErKtDlNxdR3FssuQ6dRd87rjbuLWvO6OEQZjuAYTsGBS2jCLbSgDQwe4Bne4N3i1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYYeYxz</latexit>

�~
<latexit sha1_base64="8rvZ2OK5UuUgW6HIAnXNCLWPcQE=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkVdBl0Y3LCvYCbSiT6UkzdnJhZiKU0GfQlag738cX8G2cxiy09V99c/5/4PzHSwRX2ra/rNLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T/oqDiVDNssFrHseVSh4BG2NdcCe4lEGnoCu97kZu53H1EqHkf3epqgG9JxxH3OqDajztkg8KgcVmt23c5FlsEpoAaFWsPq52AUszTESDNBleo7dqLdjErNmcBZZZAqTCib0DH2DUY0ROVm+bYzcuLHkugASf7+nc1oqNQ09EwmpDpQi958+J/XT7V/5WY8SlKNETMR4/mpIDom89JkxCUyLaYGKJPcbElYQCVl2pymYuo7i2WXodOoO+f1xt1FrXldHKIMR3AMp+DAJTThFlrQBgYP8Axv8G5x68l6sV5/oiWr+HMIf2R9fAMbf4x1</latexit>

0
<latexit sha1_base64="It8lBaptY/Bl6Z+3iShMSXdi3i4=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVrfCK+UJduOhITV2QGTXRJdOMSEnkkMCE9TQ106Hmku8aEEH5AV0bd+Un+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345a+sbm1vbhZ3i7t7+wWHp6LhlkkwLbIpEJboTcINKxtgkSQo7qUYeBQrbwfhu7rcfURuZxA80SdGP+DCWoRSc7Kjh9ktlt+IuxFbBy6EMuer90mdvkIgswpiE4sZ0PTclf8o1SaFwVuxlBlMuxnyIXYsxj9D408WiM3YeJprRCNni/Ts75ZExkyiwmYjTyCx78+F/Xjej8MafyjjNCGNhI9YLM8UoYfO+bCA1ClITC1xoabdkYsQ1F2SvUrT1veWyq9CqVrzLSrVxVa7d5ocowCmcwQV4cA01uIc6NEEAwjO8wbszcJ6cF+f1J7rm5H9O4I+cj29xF4pN</latexit>

El estado que sale del primer detector SGz es |1, 1⟩, que puede obtenerse poniendo
θ = 0 en la expresion de |1, 1⟩n, y esta dado por:

|1, 1⟩ =

1
0
0

 .

Para obtener las probabilidades pedidas debemos de expresar |1, 1⟩ en terminos de
|1, 1⟩n, |1, 0⟩n y |1,−1⟩n:

|1, 1⟩ = c1 |1, 1⟩n + c0 |1, 0⟩n + c−1 |1,−1⟩n .

Los coeficientes en esta combinacion lineal son:

c1 = n⟨1, 1|1, 1⟩ =
1 + cos θ

2
,

c0 = n⟨1, 0|1, 1⟩ = −sen θ√
2
.

c−1 = n⟨1,−1|1, 1⟩ =
1− cos θ

2
.

Las probabilidades pedidas son las de los tres posibles estados a la salida del segundo
detector, y son:

P+1 = |c1|2 =
(1 + cos θ)2

4
,

P0 = |c0|2 =
sen 2θ

2
,

P−1 = |c−1|2 =
(1− cos θ)2

4
.

Como comprobacion, puede verificarse facilmente que P+1 + P0 + P−1 = 1.

27


