Tema 7

Problemas

Alfonso V. Ramallo

[1] Sea L; el operador que representa la componente i del momento angular orbital de una
particula. Calculense los conmutadores:

[Li, Xj], [Li, P,

donde X; y P; son respectivamente las componentes del operador posicion y momento lineal.

Solucion

A partir de la definicion de las componentes del momento angular orbital:

L; = Z it Xk 01,

k,l
obtenemos:
Li, Xj) = e[ Xo P, X)) = Y e Xi [P, X)) =
k,l k,l
= —ih Z €kt Xi 01j = —ih Z €ikj Xk »
k.l k
donde hemos utilizado el valor del conmutador canonico [X;, P| = ihd;;. Teniendo
en cuenta que €;;; = —€;j5, podemos escribir:

[Li, XJ] = Zh Z Eijk Xk
k

De forma similar:

[Li,Pj] = Z €ikl [kal, j Z €ikl le Pz = th EzklPl(sk] = th €z]lpl )

k.l k.l k.l

que tras cambiar el indice mudo [ por k£ se convierte en:

k




[2] Sea D,(¢) el operador:

Demuéstrese que:

X X
Di(¢) | Y| D.(¢) = R. |V
A Y

donde R, es la matriz:
cos¢p —sen¢ 0
R, = [sen¢ cos¢p O
0 0 1

Solucion

Puesto que Di(¢) = D.(—¢) = e 9L necesitamos calcular
eFAe para L:%gbLz, A=X.Y.Z

Para ello, usaremos la formula de Baker-Campbell-Hausdorft:

eFAeE = A+ [L, Al + %[L,[L,A]] b

Consideremos primero A = Z. Como [L,, Z] = 0, todos lo conmutadores iterados
se anulan y solo contribuye el primer termino, de modo que:

Di(¢) Z D.(¢) = Z .

En el caso A = XY, puesto que (vease el ejercicio anterior):

[L,, X] =ihY , [L,,Y] = —ih X |
tenemos:
[LZ7 [Lz7 X” = ZH[LZ7 Y] = _(Zh)2X )
L., [L.,Y]] = —ih|[L., X] = —(ih)*Y .




En general, tenemos los siguientes conmutadores iterados:
Loy 2 [Ley X]o] = (“DMGR™ X

2k+1

[LZ’ T [sz X]] = (_1)k(ih)2k+ly )
L, o [L.,Y]---] = (-DFER)* Y,
[LZ7 21??'_.17 [LZ7 Y] . ] _ _(_1)k<ih>2k+1X )

Utilizando estos valores de los conmutadores iterados de L, con X, obtenemos:

i|2k+1

1 i % K o2k - 1 v k(i) 2kt1
:Zm[i—fb} (=1)" (ih) X—i_%m[ﬁ(b —1)F ()Y =

e D o CDE e B
=X Z [0) YZ 2k 1 1)1 [0) =cos¢pX —senoY .
! par !

DL(¢)Y D.(¢) =

o0

:iﬁ[%qﬁrk(— (i)™ Y Z 2/<:+1 [ ]%H(—l)(—l)’“(z’h)%“)(:

k=0 ’ =

_ = (=D - ﬂ 21 _
YZ ( ‘qb +XZ(2k+1)!¢ cos¢pY + sengp X .

k=0

Estos resultados los podemos escribir de forma compacta como:

X cosp X —senoY X
Di(@) | Y | D.(¢) = [cosgY +senopX | =R, |Y |,
7 Z Y

que es lo que se pedia demostrar.

[3] Demuéstrese que ‘ .
ezd)Jz/h J, 6*1¢J2/h =cos¢ J, —sin¢ Jy-




Solucion

Escribamos el primer miembro de la ecuacion a demostrar en la forma de suma
sobre conmutadores iterados:

g0/l ] g=iods/h _ i % <%¢>n[(]m SR A A T

Pero, las relaciones satisfechas por las componentes del momento angular son:

[, Ju] = ihJ, [y, Jy| = —thJ, .
Por lo tanto, los conmutadores iterados son:
ey 2 L L] ] = (= DF (iR)*
2%k 41 ‘
[JZ> T [‘]27 ‘]»’L‘] e ] - (_1)k (Zh)2k+1 ‘]y )

y, en consecuencia:

i0Te /N J o=idTe/h

[
WE

1 /1o\2% g > 1 i N 2k+1 ok
Z%ﬂ%)“”M”%+§@m3ﬂ%><4ka@=

b
I

0

I
&

[e'S) k [e%S) _1>k

Z ((;]3' o — J, Z m&kﬂ o5, — seno ), .
k=0

k=0

[4] Considerese una particula de espin 5/2. Sean S;, Sy y S3 matrices n X n que representan el
momento angular intrinseco de la particula.

a) ¢, Cudl es el valor n que determina la dimension de las matrices S;?.

b) Supongase que la particula tiene momento angular orbital [ = 1. ;jCuales son los posibles
valores del momento angular total?.

Solucion

a) La dimension n de las matrices es:

)
+1=6.

n =2
2




b) La ley que da la suma del momento angular para este caso es:

5 /5 5 /5
192 = (——1) 2 (— 1).
@2 = (5 o5 (5+

Entonces, los posibles valores del momento angular total son

[5] Se mide la suma de las componentes z y z del espin de una particula de espin 1/2. ;Que
valores se pueden obtener para dicha suma?

Solucion

Escribamos la representacion matricial de O = S, + 5.:

1 1
h

O=S5,+S5,= 5

1 -1

Los posibles valores de la medida son los autovalores de O. Puesto que la ecuacion:

1—A 1
= —(1-N1+N) -1=XN-2=0,

1 —1-A

tiene por soluciones

A= +V2,

los posibles resultados de la medida de S, + S, son:

h h
+-V2 =+ —
2 V2




[6] Una particula de espin 1/2 tiene un momento angular orbital con numero cuantico [ = 1.
..Cuales son los posibles valores del numero cuantico j correspondiente a su momento angular
total?. Si medimos la tercera componente del momento angular total J, jque valores podemos
obtener?.

Solucion

- —

El momento angular total es J=L+S y la ley de composicion es:

Sea mh el valor de la tercera componente del momento angular. Para j = % tenemos:

o1 1 +1
J 2 27 27

y para j = g m puede tomar los valores:

173 T T2 222
Asi pues, los posibles valores de J3 son:
g 3k h h 3h
T2 27279




[7] Considérese un electrén ligado en un dtomo de hidrégeno bajo la influencia de un campo
magnético externo B = BZ. Ignorése el espin del electréon. El hamiltoniano del sistema es

H=Hy - wl,,

donde w = |e|B/(2mec) y Hp es el hamiltoniano no perturbado del atomo de hidrogéno. Los
autovalores EY y los autovectores |n,l,m) del sistema no perturbado se suponen conocidos.
Supongamos que en el instante ¢t = 0 el sistema esta en el estado

1

V2

(a) Para cada uno de los siguientes estados, calctlese la probabilidad de encontrar el sistema, en

|¢(O>> (’2717—1> - ‘271?1»'

algtn tiempo ¢ > 0 en los estados:

1
|2p1> = _2(|2’ L, _1> - |27 L, 1>)7
1

V2

&l

(12,1, -1) + |2, 1, 1)),
12p.) =12,1,0).

2py) =

., Cuando se vuelve 1 cualquiera de estas probabilidades?
(b) Considérese el estado |77) definido por

(7 - L)|7i) = hl), L?|7t) = 212|),

es decir, se trata de un autoestado del momento angular con [ = 1 en la direcciéon dada por el
vector unitario 72. Calctlese la probabilidad de encontrar el sistema en este estado y demuéstrese
que es una funcion periédica del tiempo. ;Cudl es el periodo? Por simplicidad considérese que
n estd en el plano zy.

(c) Calculese el valor esperado del momento magnético dipolar asociado con el momento angular

en el tiempo t.

Solucion

a) Los estados |n, 1, m) son autoestados de Hy con autovalor E°, que depende solo
del numero cuantico principal n. Puesto que los estados |n,l,m) son tambien au-
tovectores del operador L,:

L,n,l;m) = mh|n,l,m) ,




entonces los |n, [, m) tambien diagonalizan el hamiltoniano total H:
H|n,l,m) = Hy|n,l,m) — wL,|n,l,m) = (E° — mwh)|n,l,m) .
Denotemos
E, = Eg —muwh .
Entonces, el estado del sistema para t > 0 es:
1

(6) = — (eFB112,1,-1) — e FERt2,11))
V2

Teniendo en cuenta que Ey _; = E§°) +hwy Eyy = Eéo) — hw, podemos escribir
|1)(t)) en la forma:

 p(0)
o~ iEO

V2
Entonces, la probabilidad de encontrar el sistema en el estado [2p,) para t > 0 es:

P@2p) = |@2plo®)] = i‘(<2,1,—1| — <2,1,1|)(e—wt|2,1,—1> - eiwt|2,1,1>)‘2 _

(1)) = (e_i‘”|2,1,—1> _ eiwt12,1,1>) .

— %‘e_m + ei°“f|2 = ;1|2coswt‘2 ,

que simplificado da:

P(2p,) = cos®wt

De forma similar, la probabilidad de que en el instante ¢ el atomo se ecuentre en
estado |2p,) es:

2

1

P(2p,) = |2p,le®)] = 7 )(<2,1,—1| + <2,1,1|) (e—iwt12,1,—1> . eiwt\2,1,1>)

_1 —iwt_ith_l . 2
=3 ’e e ‘ =1 |22$6nwt‘ ,

es decir

P(2p,) = sen’wt

Ademas, claramente la probabilidad de encontrar el atomo en el estado [2p,) es nula
pues los estados 2,1, —1) y |2, 1,1) son ortogonales al estado |2, 1,0):

P(2p.) = 0

Las probabilidades P(2p,) y P(2p,) son iguales a uno si coswt = £1 y senwt = %1
respectivamente. Por lo tanto:

nm nm
t=— — P(2p,) =1 t=— — P(2p,) =1,
- (2p:) 2 (2p,)



paran =0,1,---.

(b) Sea 7 el vector;
n = cosgi + sengj .

Entonces:

—

L-7i =cos¢L, +senglL, .

Escribamos |77) en la base {|2,1,m),m = —1,0,1}:
|ﬁ> = Ca |27 ]-7 _]-> + <o |27 170> + Cl|27 ]-7 ]-> )

siendo ¢ y ¢4 constantes a determinar. Este vector |i7) debe de ser autovector
de L -7 con autovalor h. Para encontrar los coeficientes ¢y y c41 que hacen que
se satisfaga esta condicion, escribamos L - i en terminos de los operadores escalera
Ly =L, +:L,. Puesto que:

1 1
Lx:§(L++L,), Ly:Z(L+—L,),
se tiene:
>, cos ¢ sen ¢ e~ e’

Para obtener la accion de L - 7 sobre los diferentes estados recordemos que:

Liln,j,m) = ha/j(G+1) — m(m=E1)|n,j,m+1)
Entonces:

Li|2,1,—1) = hv/2|2,1,0) L1]2,1,0) = hv/2]2,1,1) , Ly|2,1,1) =0,

L_|2,1,-1)=0,  L_|2,1,0) =Av2[2,1,—1),  L_|2,1,1) = hv/2]2,1,0).
Por lo tanto:

Lo |@) = hV2¢|2,1,1) + hv/2¢_1]2,1,0) ,

L_|@) = iv2¢1(2,1,0) + hv/2¢0 (2,1, 1) |

y, en consecuencia:

- h , h o
L ﬁ|ﬁ> = _eild) [00‘27171> + C-1 |27170>] + _€Z¢ [Cl ‘27170> + 00‘2717_1> =

V2 V2

h . h . , ho .
= —e%¢)2,1,—1) + G (e7ci+€9c1)[2,1,0) + —=e P 2,1,1) .

V2 V2



Deberia de verificarse que;

L-@|i) = hle1[2,1,-1) + ¢2,1,0) +¢1[2,1,1)] .
Esto sucedera si:
e'? 1 e~
V2 V2 V2
La segunda de estas ecuaciones es consecuencia de las otras dos. Utilizandolas
podemos expresar |i) en terminos de cy:

(e”"z’ c_1+e" cl) ; c =

C_1 = Co , Co = Co .

a1 -1) + 2,100 + “oj2,1
) = co|—x= y Ly T + 7]-7 + —= ) 7]- i| :
) = @ S0+ 21,00 + o2 L)
Imponiendo la condicion de normalizacion (7i|77) = 1 obtenemos que |co|* = 1/2, que
nos permite escoger ¢g = 1/ V2. Entonces:

7y = o [ﬁp a1 1>] .

V212 V2

La probabilidad de encontrar el sistema en el estado |7i) para t > 0 es:
1 /e e'?

P(|R) = 1‘(W<2’1’_1|+<2’1’0| +ﬁ<2’1’1|) (e_i“’t|2,1,—1) _ ei“t|2,1,1))‘2 _

1, —=1) + [2,1,0) +

ei(w t+¢) e~ i(wt+e) 2

V2 V2

Simplificando esta expresion, obtenemos:

1
4

1 2
=3 ‘2isen(wt+¢)’

P(l) = 5 sen’(wi+6)

Esta probabilidad es periodica con periodo 27 /w y tiene un valor maximo de 1/2.

(c¢) El momento magnetico /i asociado al momento angular L es:

e —
i = L.
H 2mece

Para calcular (/i) obtengamos (L). En primer lugar consideremos la componente z,
Dado que:

ef%EéO)t
Li(t) = S (7™ L. |21, -1) = €' L.[2,1,1)) =
V2
6—%E£O)t . .
— Rt (e—m|2 1,—1) + e®'|2,1 1>) .
\/5 Y ) ) )

10



Entonces:

(Lz) = (W@OIL:[9(t)) =

(1-1).

o St

(6iwt <271’_1‘ _|_ e—iwt<2,171|> (e—l‘wt|2’1?—1> + eiUJt|271,1>> —

N St

Es decir:
<Lz> =0.

Obtengamos ahora como actuan L, y L_ sobre |1)(t)):

i (),
e nb2

R

— the #E teFRE|D 1 0) |

L [(t)) = (7 Lal21,-1) = €' La]2,1,1)) =

Vemos pues que L, y L_ actuado sobre [¢(t)) dan estados proporcionales a |2, 1,0)
que son ortogonales a |¢(t)) vy, en consecuencia, (Ly) = 0. Ello implica que el valor
esperado de las componentes x e y de L son nulas:

<Lw> = <Ly> =0.

Por lo tanto <I_:> = 0 y, en definitiva, el valor esperado del momento magnetico en
este estado se anula:

(ji) = 0

[8] Considérese el estado |j1, j2, 4, m) que es un autoestado comun de los operadores J?, J;Q, J?
y Js, donde J = J; + Jo. Muéstrese que este estado es tamblen un autoestado del producto
escalar J1 JQ y encuéntrese su autovalor. Hagase lo mismo para J - y para J - J2

Solucion

Dado que J = J_i + J;, se tiene:
J2 = J2 4+ T2+ 20T,
y entonces:

2o g - 72
< )

11




Puesto que:

J2|j17j27j7m> = h2]<]+ 1) ’j17j27j7m> )
J2 1, g2, gym) = B2 ji(g1 + 1) |ji, g, 4, m)

‘]22 |j17j2aj7 m> = h2j2(j2 + 1) |j17j27j7m> )

se tiene:

ji : j; ‘j17j27j7m> =

2
5 JU+1) — a(+1) — go(go + 1) |71, 2, J,m)

lo que prueba que |ji, jo, j,m) es autoestado de Ji - Ty y nos da su autovalor. Por
otra parte podemos escribir .J - J; en la forma:

TR = i) = 2y T
Usando ahora la expresion obtenida mas arriba para Jy - jg, obetenemos:

— —

T-J = J% + §<J2 - J22> - §<J2 T J22> .
De forma similar, se puede deducir que:

7T L2 72 72

T Jy = 5(J v —Jl).

Es ahora inmediato obtener como actuan fj; y fo sobre los vectores J; |71, j2, j, m):

I AT R . e S
T Jiljudsdim) = 5 [5G +1) + 101+ 1) = 52 +2)] b, s . m)
S - K2

J'JQ |j17j27j7m> = E [](j+]-) - jl(]1+1) + j2(]1+2)] |j17j27j7m>

12



[9] Considérese un par de espines con interaccién dipolar magnética
H, = —’V,u1,u2§(1) .52
Un campo magnético externo B introduce una interaccién adicional
Hp = —g(ulg(l) — ,u2§(2)).

(a) Determinese los niveles de energia y sus autoestados (en funcién de la base ({|++), |+—), | —

+).l ==}

(b) Si el sistema estd inicialmente en el estado | + —) calcilese la probabilidad de encontrarlo

posteriormente en el estado | — +) ;Cuél es el valor mdximo de esta probabilidad y cuando se
alcanza?
(c) Encuéntrese el valor esperado de los espines individuales y del espin total como funcién del

tiempo.

Solucion

Eligiendo el eje 2 en la direccién del campo magnético, B - (u;SM — 1,8?)) =
B(ulsg) — MQS(ZQ)), y el Hamiltoniano del sistema es

H = —yupSY-8® — B (jS® — 11,8?@)

st's® +sWs?
—Yhfia < ey +SWSY ) = B(mSY — 18Y)

donde Sg? =S 4 iSZ(f) , son operadores que, sobre cada espin, resultan Si|+) =0
y S4|F) = h[E).

a) Actuando con H sobre cada elemento de la base:

R Buh  Bush
4 2 2
L ympel® Viapeh®  Buh  Bush
Hip ) = -y (el MR B,
K2 n  Buh  Bush
Mty = Ty oy (el Bhy DeR)

h>  Bmuh  Bush
H|_7_> = (_/ylulffg + gl - l;Q ) _7_>7

13




de modo que reconocemos inmediatamente dos autoestados y sus niveles de
energia:

h? 2B (1 —
17 Y U S o L U [1 N M]
4 Y pzh
h? 2By —
|Wo) == |—,—), EZZ—M {1_M} _
4 Y pzh
Resta encontrar las dos combinaciones lineales de los estados |+, —) y |—, +)

que son autoestados de H. Debemos diagonalizar la matriz (£, —¢|H|E, —¢')
(donde &,¢&' = 4),

2B(p1+u2)
Vppl® [ 1 — = —2
(€, —§|’H|§’, —§/> - 1 ( e 14+ 2B(u14p2) :

4 -2
Ypip2h

La ecuacién de autovalores, det((¢, —¢|(H — E1)|¢', —&')) = 0, resulta

2B ~ 2B -
1_M_E] {HM_E} =0,
VHaph Y pioh
donde E = ME. Es decir,
~ ~ 432 2
E2_2E_3_ (M1+:u2) :07

2,2, 252
Y uipsh
por lo que el espectro se completa con las dos raices de esta ecuacion,

h2 [ BQ 2—
B, — el o) (2u12+2u§)
4 YV pipsh

h2 [ 32 2—
B, = el o (2/~612+2/~b§)
4 YV pipah

Dado que los correspondientes autoestados normalizados, |¥3) vy |¥,), son
ortogonales y pertenecen al subespacio generado por |+, —) y |—,+), siempre
pueden escribirse como

|W3) := cos Q|+, —) +sen Q|—, +) | |Wy) :=sen Q|+, =) — cos Q|—, +) ,
relacién que puede ser invertida facilmente,
|+, —) = cos Q|W¥3) +sen Q| Uy) , |—,+) = sen Q|V3) — cos Q| Vy) .

Teniendo en cuenta que H|V3) = E3|¥3) (lo mismo da si partimos de H|W¥,) =
E4|Wy)), tras un calculo algebraico podemos determinar €2,

B(p1 + po)

cot 2€) =
Y1 pzh

14



b) La evolucién del estado del sistema, |¥(0)) = |+, —) estd dictada por el Hamil-
toniano

() = e MMW(0)) = e M4, ) = e MM (cos QW) + sen Q[T y))
= e Bt heos Q|Ws) 4+ e Bt/ igen QW)
= [e_iEBt/h’cos2 Q) + et/ hgep? Q] [+, —) +sen Qcos Q [e‘iE3t/h - e_iE“t/h} |— +) .
La probabilidad de encontrar el sistema en el estado |—,+) en el instante ¢ es
P(t) := [(—, +|T(t))|> = |sen Q cos Qe Est/h — gmiEat/m] |2
expresion que podemos simplificar utilizando

e—iEgt/ﬁ . 6—iE4t/ﬁ — e—iEgt/Qhe—iE4t/2ﬁ[e—i(Eg—E4)t/2ﬁ o 6i(E3—E4)t/2h]

o . Es — Ey)t
_ %ezEgt/2h61E4t/2hsen|:( 32h 4)1 '

Finalmente, teniendo en cuenta que

B2(py + p2)? _ ymaph?
V22 p3h? sen2Q)

B3 — Ey = 7#1#252\/1 +

resulta:

hit
_ 90) sen? | 1H1H2 '
P(t) = sen 2Q sen {—2sen 50

El valor maximo de la probabilidad es P, = sen 2(2 y se alcanza en la sucesién

de instantes 5 .
tnzwsenQQ, neN.
Y pi2h

c¢) Para calcular los valores de expectacién de los espines individuales en |U(t)),
veamos que

S$)|\If(t)> = hsen ) cos ) [e‘iEﬁ/h — 6_iE4t/h] I+, +)
que es ortogonal a (¥(t)|. Andlogamente,
(ESPwE) =0 = (@ESP() = (T)SP () =0,

por lo que los valores de expectacién de las mismas componentes del espin
total se anulan:

(W(O)IS:|W(t)) = (()[S,|¥(t)) =0 .

15



La componente z del espin total también tiene valor de expectacion nulo

porque |¥(t)) es una combinacién lineal de |+, —) y |—,+) (o, lo que es lo
mismo, de |1,0) y |0,0) en la base definida por los niimeros cuanticos de S? y
S:,

(POIS.[¥(1) =0 = (W@ISP() = (V@)D () .

Sélo resta por calcular (W(

)SMW(t)). Si escribimos |W(t)) = a(t)|+, =) +
b(t)|—,+), de modo que (¥(t
(t)(

)| = a*(t)(+, =[+ () (= +| v

(UOISN(E) = [0 @)+, =+ 6O (=, +1S [a()]+, =) + b(t) =, +)]

—

[ (t)(+, = + ") (= +] [a(t) |+, =) = b(t)| =, +)]

la(®f ~ O] = & (1= 2p(e)?] = 211~ 2P(1)]

S NS

ya que |a(t)]* + [b(t)[* = 1.

[10] Calcilese de manera directa los coeficientes de Clebsch-Gordan para el acoplamiento de
momentos angulares 1/2 y 1.

Solucion

Tenemos que acoplar un momento angular j; = 1y jo =
composicion de estos dos momentos angulares da:
1 1 3

1@= ==+ =
¥375 713

1
5. Sabemos que la

Asi pues el momento angular total puede ser j = %, % Los valores posibles de la
tercera componente del momento angular total son:

4 3:> 3
= — m=——. —
J 5 9’

Do W
N =
DN | —

9

DN | —

Y

N | —

Los estados en la base desacoplada son:
h=1= |1,1),]1,0),|1,-1),

=3 = 11/2,1/2), 1/2,-1/2)

16




El estado en la base acoplada con maximo valor de m es |3/2,3/2). y solo hay una
forma de obtenerlo a partir de los estados [j1,m1) v |j2,ms):

13/2,3/2). = |1,1)|1/2,1/2)

Apliquemos a este estado el operador J_ = J; _ + J5_. Recordemos que:

J_lj,m)e = C(G,m) [j,m —1). , C(j,m) = h/j(j+1) —m(m—1) .
De forma similar actuan J; _ y Jo _. Entonces:

J_13/2,3/2). = C(3/2,3/2)[3/2,1/2). =

= (S L) 11/2,172) + (1,1) (B 1/2,1/2) =

— C(1,1)]1,0)]1/2,1/2) + C(1/2,1/2)[1,1)[1/2,—1/2) ,

y, por lo tanto:

13/2,1/2), — %u,m 1/2,1/2) + %m) 1/2,-1/2) .
Teniendo ahora en cuenta que:
C(1,1) = V2h | C(1/2,1/2) = h,  C(3/2,3/2) = V3h,
obtenemos:

13/2,1/2). = \/§|1,o> 11/2,1/2) + % 1,1)]1/2, —1/2)

Actuemos ahora con J_ sobre [3/2,1/2),:

_ \/§[<J1_|1,0>> 11/2,1/2) + |1,0><J2_|1/2,1/2>>] +

2 2 1
= \@0(1,0)|1,—1> 11/2,1/2) + <\/;C(1/2,1/2) + %0(1,1)>|1,0) 11/2,—1/2) ,

donde hemos tenido en cuenta que Jo_|1/2,—1/2) = 0. En esta ultima ecuacion
podemos despejar [3/2, —1/2):

V2C(1/2,1/2) +C(1,1)
V3C(3/2,1/2)

3/2,1/2), = @ SOy 212+

(3/2,1/2) 1,0) [1/2,—1/2) .
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Tengamos ahora en cuenta, ademas de los escritos mas arriba, los siguientes valores
para los coeficientes C":

C(1,0) = V21, C(3/2,1/2) = 2h .
Entonces:
\ﬁ c(0 1 V2C(1/2,1/2)+C(1,1) |2
3C(3/2,1/2) /3 V3C(3/2,1/2) V3

y, por consiguiente:

13/2,-1/2), = %u,_n 1/2,1/2) + \/2\1,0>\1/2,—1/2>

Para encontrar el ultimo estado con j = 3/2 apliquemos una vez mas J_:

J_|3/2,-1/2), = C(3/2,—-1/2)|3/2,-3/2). =

[(Jlfh,—1>>’1/2,1/2> + |1,—1><J27‘1/2’1/2>)] i

o Sl

+ [<J1_|1,0>)|1/2,—1/2> + |1,0><J2_|1/2,_1/2>>] _

1 2
5 C0/2,1/2) + \/gC(LO)

donde hemos tenido en cuenta que Jy_|1,—1) = Jo_|1/2,—1/2) = 0. Entonces:

C(1/2,1/2) + V2C(1,0)
C(3/2,-1/2)

‘1? _1> ‘1/27 _1/2> )

13/2,-3/2). = |1, —1)[1/2,—-1/2) .

Utilizando que:
C(3/2,-1/2) = V3h,

asi como los valores de C'(1/2,1/2) y C(1,0) obtenidos mas arriba, podemos escribir:

C(1/2,1/2) + V2C(1,0)
C(3/2,—1/2)

=1.

Por lo tanto:

13/2,-3/2). = |1,—-1)[1/2,—1/2)

Encontremos ahora los vectores del doblete con j = 1/2. El vector de este doblete
cuya tercera componente es la mas alta, con m = 1/2, debe de ser una combinacion
lineal del tipo:

11/2,1/2), = «a|1,1)|1/2,—1/2) + B|1,0)]1/2,1/2) .
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Este vector |1/2,1/2). debe de ser ortogonal al |3/2,1/2). obtenido anteriormente.
Impongamos pues que:

Esto sucede si:

1 2
Oéﬁ—i-ﬁ\/;:() — a:—\@ﬂ-

Ademas, la condicion de normalizacion .(1/2,1/2]1/2,1/2). = 1 implica que a? +
(% = 1. Entonces:

28 + 3% =1 = B =+
Tomemos como solucion:

2 1
Oé:\/;, B:_ﬁa

que corresponde al siguiente vector |1/2,1/2).:

1/2.1/2), = @rm 1/2,-1/2) — % 11,0)[1/2,1/2)

Si ahora actuamos con J_ obtendremos |1/2, —1/2).:

J_[1/2,1/2), = C(1/2,1/2)[1/2,-1/2), =

_ \/§[<J1_|1,1)>|1/2,—1/2> + L1 (Alt/2,-1/2))| +

_% [(no0))11/2,1/2) + 11,0) (1/2,1/2))| =

V2011 - 0(1/2,1/2) B ~C(1,0)
= 7 11,0) [1/2, —1/2) N

donde hemos tenido en cuenta que Jo_|1/2,—1/2) = 0. Asi pues:

~V20(1,1) - C(1/2,1/2) C(1,0)
11/2,=1/2)e = V3C(1/2,1/2) V3C(1/2,1/2)

Los coeficientes que multiplican a los vectores en esta ultima expresion son:

|1’ _1> |1/27 1/2> )

|1,0)[1/2,—-1/2) —

1, -1)[1/2,1/2) .

V20(1L,1) = C(1/2,1/2) 1 C(1,0) )2

V30(1/2,1/2) VBT VBe@/2,1/2) V3
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Entonces, finalmente obtenemos:

1

[1/2,21/2) = Z=[1,0)[1/2,-1/2) — \/2\1,_1>\1/2,1/2>

[11] Considerese una particula de espin 1. Supongase que la particula se encuentra en un estado
con un valor bien definido de la componente y del espin e igual a +h. ; Cuanto vale el valor
medio de la componente x del espin en dicho estado?.

Solucion

Recordemos la representacion matricial de las componentes del espin en la base
canonica de vectores {|1,1),]1,0),|1,—1)}, en los que la tercera componente S, es

diagonal:
5 010 5 0 —i 0 1 0 0
Sey=—7=(101), S§=—1¢ 0 —i], S.=h|[0 0 0
V2 010 V2 0 ¢« O 00 -1

Determinemos, en esta base, el autovector de S, con autovalor +h. Denotemos por
|1,1), dicho autovector y supongamos tiene la forma:

a
|1>1>y = b 9

C

siendo a, b y ¢ constantes a determinar a partir de la ecuacion de autovalores, que
toma la forma:

h
S,y = — i 0 —i||0o] =n
V2o i o

A partir de esta ecuacion se sigue que:
—ib = V2a , ia —ic = V2b, ib = V2c .

Estas relaciones nos permiten escribir b y ¢ en terminos de a:

b=iv2a, c=—a .
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Por lo tanto el autovector buscado es:

1
11,1), = a |iV2
~1

Para determinar la constante a impongamos la condicion de normalizacion:
1
SL1LY, =1 = [¢ff(1+2+1)=1 = a=g.

Por consiguiente, tenemos:

1 1
1,1), = = |iV2
2
-1
En notacion de Dirac, el vector |1, 1), puede ponerse como la siguiente combinacion
de autovectores de S.:

1
S, -1) .

l
1 0
| Y > 2

’ Y 2 ’ \/5
El valor medio de Sx eS:

<Sa:> = y<1= 1’Sw|1a 1>y

Puesto que:
010 7
h h
S, |1,1) — |10 1] [iv2] == |0
o2\ o) \Z 2\
y: ]
S = 5 (1, V3, 1),
se tiene:

Por lo tanto, finalmente:

[12] Un sistema esta constituido por dos particulas 1 y 2. La particula 1 tiene espin 1/2, mientras
que la particula 2 tiene espin 3/2. El hamiltoniano del sistema es:

H=aS%+ p(S2+ 852,

siendo a y I5; constantes. 51 y S, son los operadores de espin de las particulas 1 y 2 respectiva-
mente y S =25 +5. Obtenganse los niveles de energia del sistema y su degeneracion.
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Solucion

Al acoplar 51 y 52 resulta:

1 3
- ®=-=1642.
2 © 2 ©
Asi pues, el numero cuantico del espin total S = §1 + gg es s = 1,2. Dado que:
- 1,1 3h? - 3,3 15h2
S =R -(=+1) = — S2=r(=+1) =
! 2(2 +1) 4 2 2(2 +1) 4
se tiene 18 9
512 + 522 — ZFLQ - §h2 .

Por consiguiente, el hamiltoniano H es:
g2, 9,0

Asi, dado un numero cuantico de espin total s, existen 2s + 1 estados con energia:

9
E, = ah®s(s+1) + 5712

En particular, como s puede tomar los valores 1 y 2, tenemos el siguiente espectro:

s =1 = E, = <2a + ?) h? (3 estados)
- _ 9IBY 12
s =2 = Ey, = (6a + - h (5 estados)

[13] Considerese un sistema cuyo momento angular orbital L= (L, Ly, L) tiene numero cuan-
tico [ y cuyo hamiltoniano es:

_ W 2
H=5 (L n),

donde w es una constante. Obtenganse los niveles de energia del sistema y su degeneracion.

Solucion

Sea L* = L2+ L} + L2. Entonces:

L2412 =17 —L2.
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Por consiguiente el hamiltoniano del sistema puede escribirse como:

w
o= —-<L2-— L2).
h z

Sabemos que los autovectores comunes a L? y L, satisfacen:
L*|l,m) = I(l+1)R*|l,m) , L.|l,m) = mh|l,m) ,

paral =0,1,--- ym = —[,--- ,+l. Se sigue que los estados |l,m) tambien diago-
nalizan el hamiltoniano:

Hﬂmw=%00+n—mﬁﬁmm%:ammm%
donde [ es un entero no negativo y los niveles de energia son:
@mzm(m+n—ﬁ>, m= 0,1,
Observese que, para todo I:

m # 0 — estado doblemente degenerado ,

m =0 — estado no degenerado .

La energia del estado no degenerado es:
EO = EM) = l(l—{—l)h .

Este es el estado de energia mas alta para un [ dado. Por otra parte los estados
degenerados tienen por energia Ej i, para m # 0. Estos estados tienen menor
energia que el estado |/,0). El estado fundamental es doblemente degenerado y su
energia es:

E:I:l = Elyj:l = lhw .

[14] Una particula de espin 1 se encuentra en un estado con un valor bien definido de la compo-
nente z del espin e igual a +h. Supongase que en este estado se mide el espin en una direccion
del plano xz formando un angulo 6 con el eje z. ;Que valores podemos obtener en esta medida
y con que probabilidades?.

Solucion
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Definamos el vector unitario 7 como:
n = (send, 0, cosf) ,

y el operador .S,, como:
S, = S,cos0+ S,senf .

En forma matricial
0 sen 6 0

cos# 0 0 i
sen 6 0 senf | ,

S, = h 0 + —
0 0 —cos b V2 0 sen 6 0

o
o

0, equivalentemente:

sen 6
cos W 0
n 6 n 6
Sn = h Sf/i O Sfﬁ
0 sen —cosf
V2

Necesitamos encontrar los autovalores y autovectores de S,,. Para ello tenemos que

resolver la ecuacion secular:

sen 0
cosf — \ N 0
o sen 0 _ sen 6 _
det(S, — Ah) = | = A @ =,
0 5%9 —cosf — \

Calculando el determinante, obtenemos:

2 2
det(S, — \B) = I3 [/\(COSQ ~ ) [)\(COSQ T - Ser; f ] v Ser; O (cosf+ \)

20 20
ven (cos — \) + ser; (cosf + )\)} =

= hn [)\(COS2@ —\?) —
B [)\ cos2f — N+ Asenﬂ .

Despues de simplificar la ecuacion secular se convierte en:

det(S, — AR) = R*A(1 — \?) =0,
cuyas soluciones son:
A=0, A= +1.
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Estudiemos ahora los diferentes autovectores. Pongamos:

a
IL,m), = [b] , Sp|l,m), = mh|l,m), , m=1,0,—1.
c

La ecuacion de autovectores corresponde a la siguiente ecuacion matricial:

sen 0 bsené
cos 6 NG 0 a acosf + 227 a
sen 0 sen 6 o asenf csen @ -
e 0 NG bl = 7 T =m|b
0 % —cos 6 c % —ccosf c

Tenemos pues el siguiente sistema redundante de ecuaciones lineales:

9+bsen9

a cos =ma,

V2

asenf csenfb
=mb,

+
V2 V2
bsend
V2

A partir de la tercera ecuacion del sistema obtenemos:

V2
b = Sene(m+0059)c.

—ccos = mec.

Substituyendo este resultado en la primera ecuacion del sistema, llegamos a:
acost + (m+cosf)c = am = (m+cosf)c = (m—cosb)a .
Para resolver esta ecuacion pongamos:
c = A(m —cosb) , a = A(m+cos) ,

siendo A una constante a determinar. Entonces:

b = V2 (m 4+ cos@) A(m —cosf) = A V2
sen 6

p— (m? — cos?0) .

Tomemos primero m = £1. Entonces b = A+/2senf y el vector |1,m) es:

m + cos 0
11,m), = A | V2senb | , m = £1.
m — cos
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La constante A se determina imponiendo la condicion de normalizacion. Puesto que:

2{1,m|1,m), = A*|(m + cos)? + 2sen 6 + (m—cosG)Q] =4 A%,

entonces: ]
A=+—.
2
Escojamos A = —i—% param = +1y A = —% para m = +1. Con esta convencion,
los estados |1,1),, y |1,—1),, son:
14-cos 1—cosf
2 2
n 0 [
|17]~>n = Sf/i ) |17_1>n = _Sf}lﬁ
1—cosf 1+4cosf
2 2

Consideremos ahora el caso m = 0. Las componentes a, b y ¢ del vector |1,0),
son:

a = A cosf , b=—A cos’ @ , c = —Acosf .

sen 0

Para determinar la constante A imponemos, tambien en este caso, la condicion de

normalizacion: )
cos” 6

A+ 024+ =2A4% 1,

sen 20
que se resuelve si:
sen 6

V2

Usando este valor de A obtenemos las componentes a, b y ¢ del vector |1,0),:

A cosl = —

(0.1)

sen f sen 0

= — , b = cosf , c =
TR NG

Por lo tanto:

Este problema es equivalente la siguiente configuracion de detectores de Stern-
Gerlach:
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+h 0 g
— sG, [

El estado que sale del primer detector SG es |1, 1), que puede obtenerse poniendo
0 = 0 en la expresion de |1, 1), y esta dado por:

1
11,1) = {0
0

Para obtener las probabilidades pedidas debemos de expresar |1,1) en terminos de
|17 1>nv |170>n y |17 _]->n:

11,1) = 11, 1)0 + co|1,00n + g |1, —1), .

Los coeficientes en esta combinacion lineal son:

1 0
1 = n<1a1|171> = % s
0
o = n(1,0/1,1) = —S‘j%
1—cosf
e = (1, -1]1,1) = %

Las probabilidades pedidas son las de los tres posibles estados a la salida del segundo
detector, y son:

1+ cosf)?
P+1—|Cl|2: ( 4 ) ,
sen 20
Py = |Cof2 = 9 )
1 — cosh)?
P—l — |C_1|2 — ( 7 )

Como comprobacion, puede verificarse facilmente que P, + Py + P_; = 1.
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